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1. Introduzione

Lintroduzione del calcolo dilferenzia-
le classico negli spazi di funzioni, allo
scopo di impostare e risolvere le equa-
zioni funzionali, si puo dire abbia avu-
to inizio, almeno in formaimplicita, in-
torno agli anni Venti ad opera di G. D.

| Birkhoff, O. D. Kellog, . Schauder, R,

Caccioppoli e J. Leray. In questo indi-
rizzo di studi [urene ottenuti numero-
si ¢ brillanti risultati nei piu diversi
campi dell’Analisi matematica, in par-
ticolare grazie all'estensione agli spazi
funzionali di metodi raffinati e potenti
dianalisi non lineare, quali la teoria del
grado, la teoria di Morse eccetera.

Sono perd numerosi i problemi, anche
classici, che non possono essere ben in-
quadrati o ben affrontati con una
trasposizione diretta negli spazi fun-
zionali della consueta analisi differen-

| ziale.
- Un esempio tipico e classico & I'equa-

zione del calore

dltx) < *Ultx)
& 5 oy

U(-,tJ=0

+hix) su Q

su

dove Q ¢ un sotloinsieme aperto, limi-
tato e regolare di R™ e h @ un'assegnata
funzione su Q. Questa equazione, che
pure pud essere risolta con varie tecni-
che, ammette un interessante approc-
cio variazionale: la curvat — U(-, 1) &
quella lungo la quale il lunzionale

] dx — Ll hixidx
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| decresce il pitt rapidamente possibile,

per esempio nello spazio W/ (€2), ri-
spetto alla metrica di 12(Q);

(Ev) U'lt) = —grad , E(U)

D'altra parte il funzionale E non ¢ dilfe-
renziahile in senso classico e nemmeno
continuo rispetto allametrica di L*(£2)
(su un qualunque aperto A si ha
sup E(A) = +e2); dunque l'equazione
(Ev) ha bisogno di una opportuna in-
terpretazione.

Ci sentiamo di alfermare che questo
punto di vista, che & quello “filosofi-
camente” pill suggestivo, ¢ proprio

| quello che permette di affrontare nu-

merosi problemi di questo tipo, che
non sonoe stati risolti con tecniche clas-
siche.

Mettiamo del resto in evidenza che &
stato necessario arricchire la stessa

- analisi lineare, quando la si & voluta

trasportare negli spazi di funzioni per
affrontare problemilegati alle equazio-
ni funzionali. E nel campo non lineare
la stessa nozione di convergenza di
funzioni ¢ stata drasticamente modifi-
cata (ad esempio con laTe la G con-
vergenza di De Giorgi) per essere ade-
guaia alle successioni di equazioni
funzionali.

Un primo passo al di fuori dell'analisi
differenziale classica & stata la teoria
delle funzioni convesse e degli opera-
tori massimali monotoni (e loro op-
portune perturbazioni), che ha per-
messo di affrontare numerosi proble-
mi differenziali. Con la nozione, pro-
postada Ennio De Giorgi alla fine degli
anni Settanta, di curva di massima



pendenzae coniseguenti studi, di cui
egli & stato guida e sostegno intellet-
tuale e umano, & stato fatto un altro
passo avanli in questa direzione, che
ha portato un po’ pit lontano dall'ipo-
tesi di convessita.

Questa perdita di convessita consen-
te anche di recuperare, nel contesto
di questi problemi in cui mancano le
classiche condizioni diregolarita, quei
metodi topologici, promossi e svilup-
pati in Italia da G. Prodi e dalla sua
scuola, con cui e possibile ottenere
una molteplicita di soluzioni per equa-
zioni di tipo stazionario.

Lericerche che hannoavuto origine da
quelle idee sono state rivolte a vari tipi
di problemi, stazionari e di evoluzio-
ne, in presenza di vincoli o di irregola-
rita sui dati; equazionidel tipo di quel-
la del calore in condizioni di irregola-
rita o con ostacoli non convessi (vedi
[10, 14, 4]), molteplicita di soluzioni
per disequazioni variazionali di tipo
ellittico (vedi [11, 15]), autovalori, bi-
forcazione per membrane {vedi [5, 8])
e per piastre in presenza di un ostacolo
(vedi [9]), geodetiche rispetto a un
ostacolo (vedi [13. 16, 17]) e rimbalzi
{vedi [7]).

Nei primi cinque paragrafi richiamia-
mo le nozioni di pendenza e curva di
massima pendenza e due teoremi
astratti. Nei successivi illustriamo, a
titolo di esempio, due problemi che si
possono enunciare in modo elementa-
re; le geodetiche rispetto a un ostacolo
e i rimbalzi.

Siamo particolarmente lieti di scrivere
di queste cose su una rivista di pia
ampio respiro rispetto alle consuete
pubblicazioni scientifiche specializza-
Le. Speriamo di essere riusciti a porge-
re qualcuna delle idee portanti propo-

ste da De Giorgi e sviluppate conisuoi |

numerosi collaboratori. Quella espe-
rienza, per quanti hanno avuto la for-

tuna di viverla, & stata un‘affascinante

avventura scientifica ¢ umana che e |

rimasta nella mente e nel cuore,

2. La pendenza e le curve di massima
pendenza negli spazi metrici

Le prime definizioni e primi risultati
astratti [urono proposti nel lavoro [6].
La nozione di curva di massima pen-
denza che esponiamo ora corrisponde
a quella che in quel lavoro e detta cur-
va di massima pendenza in media.

Considereremonel seguito un insieme
W e una funzione f: W —RU{ +eo).

fluy

IV 1l jui =0

Figura 1. La pendenza

Indicheremo con D(f) I'insieme
fue W | flu) < +e= ]
Suppeniame che W sia uno spazio

metrico e indichiamo con d la sua
metrica.

2.1. Definizicne

Seue D(f), diciamo pendenza (discen-
dente) di fia uil numero (vedi Figura
1)

Lftw—fa]”
diu,v)

se u non &isolato

lim sup
T

Vfw)=

0 se u ¢ isolato

Diciamo che u & inferiormente stazio-
nario per [ se EV_H(uJ =0.

2.2. Definizione

Sia Iunintervallo non ridotto a un sin-
golo punto. Unacurva 2: [ - W e detta
curva di massima pendenza per fse per
ognit, tinlcont <t risulta

du) Uy <[V

feult, - fule) sfﬁ q Vf feuenya

Si verifica facilmente che, néi caso in
cui W sia un a varieta riemanniana

. |ﬁ?ﬂfu}= ||gradw f(w‘":
o 2¢:1— W e una curva di massima
pendenza per f se e solo se
U'(t) =—grad, fiOie) ¥t in I,
Vari teoremi di esistenza di curve di
massima pendenza sono stati provati
in [12] per certe classi di funzioni. Non
ci soffermiamo su questi preferendo
invece richiamare un teorema di esi-
stenza che assicura anche 'unicita per
una classe di funzioni definite in uno
spazio vettoriale (di Hilbert).

3. Il caso Jdegli spazi di Hilbert

Un ambiente el guale si possono dare
delle nozioni pit vicine a quelle classi-



che e costituito dagli spazi di Hilbert.
Supponiamo dunque che linsieme W
su cui f ¢ definita sia un sottoinsieme
di uno spazio di Hilbert H. Seuev
appartengono a H, indicheremo con
<u,v> il prodotto sealare trau-e ve con
[lull la corrispondente norma di u.

3.1. Definizione

Se ue D(f), diciamo sottodifferenziale |

di finulinsiemed-f(u) (eventualmen-
te vuoto) di tutti gli o in H tali che

f)— [ —(ov—u)

[v=+l

liminf
Vi

nel caso in cui u non sia isolato in W;
se u ¢ isolato poniamo d- f(u) = H (vedi
fipure 2e 3).

¥

fiu)

Figura 2. Il sottodifferenziale

E facile vedere che @~ (u) & un sottoin-
sieme chiuso e convesso di H.

Se d f(u)# @, indicheremo con
grad f (u) I'elemento di minima nor-

ma in 9~ f(u).

3.2. Osservazione

Valgono i fati seguenti,

1. Se u & interno a W ed [ & differen-
ziabile in u, allora & evidente che

o~ f(w) = {grad f(u)).

2. Se [ &convessa, allora d—f(u) coin-
cide conil classico sottodifferenziale

| plice le proprieta delle curve di massi-
| ma pendenza.

Figura 3. Il sottodifferenziale - vari casi i

df(u), definito per le funzioni con-
vesse, perché si puo verificare che
oL 9 f (u) se e solo se

F o) =1 )+ (onv-u)
per ogni Yuin W

3.3. Osservazione

Supponiamo che u appartenga a D(f);
¢ evidente che:

L. se o e f (), allora [Vfl(w) < [of;
2. [Vfj(w=0seesolose 0 e 3 f(D.

Mediante la nozione di sottodifferen-
ziale possiamo esprimere in modo sem-

(1)

golo puntoesia ?: 1 - W.
I seguenti fatti sono equivalenti.

| 1. 2 ¢ assolutamente continua, f oU ¢

decrescente e
-2'(t) e Ff(L) (D)
per quasi ogni £ in L.
2. U ¢ una curva di massima pendenza
per fe per quasi ogni t vale la relazio-
ne

A (U)=@e| VAUW)=grad [(U®).

In questo caso per quasi ogni t risulta
U'(t) =—grad f(U(t)).

4. Un punto di vista sui vincoli

Notiamo che in tutte le definizioni pre-

cedenti non gioca alcun ruolo linsie-
me dei punti uin cui f(u) = +ea: le no-

| zioni viste non cambiano se si consi-
| dera [ definita soltanto su D(f).

Supponiamo che M sia una sottovarie-

| tadifferenziabile di uno spazio di Hil-

bert H; se [ & definita in un sottoinsie-
me aperto W di H ed e differenziabile
inun punto udi W M, definita f* po-
nendo f*(u) = f(u), se u appartiene a M

- ef*(u) =+ peru fuori M, si pud veri-

ficare che

V100 =[Vffafw) = Jarad, e

5i pud inoltre dimostrare facilmente
che
grad” f(u) = grad, f(u)

anzi

o f*(u) = [grad flu)+ vlv

¢ ortogonale a M in u).

Questo ci induce a impostare i proble-
mi vincolati nel modo seguente.

3.4. Proposizione

Sia I un intervallo non ridotto a un sin- |

~ Se E ¢ un sottoinsieme di W poniamo

0
+oo 52 e WAE

se uEE



Allora lo studio della funzione fristretta
al vincolo E sara ricondotto allo studio
della funzione f + I, che & definita su
tutto W. Possiamo ora notare che la
formula (1) significa che, in quelle ipo-
tesi di regolarita

(2) I+ 1) =0 flu) + I, (u)

perché, come si prova facilmente,
Jdflu) & I'insieme delle normalia M in
u. Se fed M non sono regolari, la (2) &
falsa in generale. E molto importante
allora il fatto che, in certe ipotesi, la re-
lazione (2) sia ancora vera (vedi ad
esempio i teoremi in [5, 4]).

5. Le funzioni ¢>-convesse

E importante individuare classi di fun-
zioni in cui sia possibile costruire una
analisi fondata sulle precedenti defini-
ziomi, in modo utile allo studio delle
equazioni differenziali. Sono ben noti,
ad esempio, alcuni classici teoremi di
esistenza per le curve di evoluzione nel
caso delle funzioni convesse semi-
continue o di loro opportune pertur-
bazioni di classe C'' (vedi [1]). Voglia-
mo qui esporre alcuni risultati riguar-
danti una classe di funzioni con “difet-
to di convessita”.

Supponiamo ancora che I'insieme Win
cui f & definita sia un sottoinsieme di
uno spazio di Hilbert H.

5.1. Definizione

Diciamo che f ¢ ®-convessa se esiste

una funzione continua
@eD(*xR*—=R

tale che

f)= flu)+{e,v—u)+

—@(u,v, ful, f( \"J,“EIH_J‘||\-‘— 1:|i1
YuvinD(f) Yaind" f(u)

mmml lartars saatassabien

Si noti che se per un certo u in D{f),
Jf(w) = @, non imponiamoe nessuna
condizione esplicita al comportamen-
to di fin u.

Diciamo che f& ®-convessa di ordine rse

ofu. v, f(u), f( v).”&‘"l‘:
=@a (v, (), f(eD(1+[le] ).

per un‘opportuna funzione continua

@y
Per esempio si vede che se [: H—=R &
una funzione convessa semicontinua
inferiormente ¢ se M ¢ unasottovarieta
di H di classe C', allora f + 1, &

| @-convessa di ordine 1.

| Nel seguito del paragrafo considerere-
mao le ipotesi

(fH W & localmente chiuso; f &
d-convessa e semicontinua infe-
riormente.

5.2. Osservazione
Supponiamo che valgano le (f). Allora
per ogni u in D(f)

Vijw) <+ oo e
d flu)=De “gmd_ﬂ LtJ“ =|Vﬂ(u)

5.3. Teorema

Valgano le ipotesi (f) e sia u_in D(f).

Allora:

1. se df(u) # &, esiste un'unica
% [0,T[— W (T >0) dimassima pen-
denza per f, con Z(0) =u_; inoltre 2t
dipende con continuita da u al va-
riare di quest'ultimo in insiemi in cui
[ e il suo gradiente inferiore sono li-
mitati;

2. se [ @ d-convessa di ordine 2 basia
che u_ sia in D(f) perché % dipenda
con continuita dau_ al variare di que-
st'ultimo in insiemi in cui | e limita-
ta.

| Tra i vari teoremi riguardanti i vincoli

mettiamo in evidenza il seguente enun-
ciato che ci sembra semplice ed espres-
sivo (vedi [5]). Premettiamo una defi-
nizione.

5.4. Definizione

Se A e B sono due sottoinsiemi di H,
diciamo che A e B sonoe tangenti in un
punto udi A ™ B, se

a1, () + (=971 (u) = {0}

5.5 Teorema

Valgano le ipotest (f) e [ sia @-convessa
di ordine 1.

Sia inoltre M una sottovarieta di H di
codimensione finita (eventualmente con
bardo), di classe ¢!!. Se M e D(f) non
sono tangenti in alcun punto della loro
intersezione allora:

» [+, ¢ D-convessa di ordine I;

| = per ogni u di D(f) risulta

(f + 1,)(w) =3 f (w) +9~ I, ().

6. Le geodetiche rispetto
a un ostacolo

Ora, traidiversi risultati riguardanti le
equazioni differenziali che & stato pos-
sibile ottenere mediante le nozioni so-
pra richiamate (o loro generalizzazio-
ni) in questo e nel prossimo paragrafo
¢i limitiamo a presentarne due, che

| possono essere enunciati in modo del

tutto elementare e che sono collegati
tra loro. Essi riguardano funzioni di
una variabile e possono essere compre-
si da qualunque studente che abbia

| seguito i primi corsi di Analisi e Geo-

metria.

Uno dei pit brillanti risultati dell’Ana-

lisi non lineare negli spazi di funzioni
riguardalo studio delle geodetiche sulle
varieta regolari. In esso si rivela in

KL



Figura #. Alcune geodetiche su M

modo particolarmente spettacolare I'ef-
ficacia dei metodi topologici per lo stu-
dio delle equazioni differenziali. 11 se-
guente enunciato ¢ dovuto ai conver-
genti studi di Morse, Serre, Schwartz e
altri,

6.1. Teorema

Sia M una varieta riemanniana regola-
re, compattae priva di bordoe. Siano A €
B due punti di M.

Allora esistono infinite geodetiche su M
che congiungono A e B.

Si noti che nel caso in cui M sia una
sottovarietd di RY, una curva

¥: la, b]—R®
¢ una geodetica su M se, per ogni t in
[a, bl, ¥(t) € M, 7 ¢ ortogonale a M in
y(t). (vedi Figura 4).

Figura 5. Alcune geodetiche rispetto all’'ostacolo C

Ebbene ¢ sufficiente che nel preceden-
te problema si voglia considerare il caso
di una varieta M dotata di bordo per
uscire completamente dall'ambito del
calcolo differenziale classico. Tuttavia
il problema puo essere affrontato in
modo concettualmente semplice me-
diante le nozioni esposte poco sopra

| (vedi [13]).

Per illustrare questo approccio consi-
deriamo il caso in cui M sia R¥\ C, dove
& un sottoinsieme non vuoto di RY,
aperto, limitato e regolare. Se x € dC
indichiamo con v(x) il vettore norma-
| le entrante a dC in x.

| 6.2. Definizione
Diciamo che una curva y(t): [ab]—R*
& una geodetica rispetto all'ostacolo C
(ovvero in R¥\ C), se Ye ¥ sono asso-
lutamente continue e
* y(t)appartiene a R¥\ C per ognitin
la, bl
s ¥=0 perognitin cuiy(t) € 9C,
.' * vyeparallela e concorde a v(y(t)) per
. quasi ttti i t per cui y(t) € 9C
(vedi Figura 5).
Dati A e B in R¥\ C ci chiediamo ora
quante siano le geodetiche rispetto al-
l'ostacolo C, che congiungono A e B.
Con le nozioni precedenti anche que-
sto problema ¢ di tipo variazionale.
| Consideriamo infatti:
lo spazio H delle curve assoluta-
mente continue v [a, b]—R"
* il vincolo V definito da
V={yeH|y(a) = A, y(b) =B,
(1) € C per ogni t}

to da

ey J:Il]'fi'i}‘:de seyeV,
i +eo se yeV

Risulta che:
(3) ¥ ¢ una geodetica &
¥ € un punto inferiormente
stazionario per f.
Si puo allora dimostrare il seguente
teorema (vedi [13]).

6.3. Teorema

Infatti risulta che f & un funzionale
®-convesso di ordine 2 e che il vincolo
V ha una struttura topologica cosi com-
plessa che ogni funzione ®-convessa
di ordine 2 che abbia V come dominio
ha infiniti punti stazionari (in certe ipo-

tesi standard),
| Esistono varie e interessanti generaliz-
| zazioni del teorema 6.3, vedi ad esem-

pio [16, 17].

7. Il problema dei rimbalzi

Un problema collegato conil preceden-
te, ma in larga misura aperto ¢ quello
delle traiettorie di rimbalzo. Ci sembra
naturale larme un cenno in questa sede
anche perché si tratta di un problema
che puo essere esposto in termini ele-
mentari. Fra i numerosi studi sullargo-
mento citiame in particolare [2, 3, T'l.
Consideriamo un “biliardo” individua-
to da un sottoinsieme aperto e regola-

| re Qdi RY; sex € dQ, denotiamo con
| vix) il vettore normale uscente a g2 in

x. Consideriamo inoltre un'energia
potenziale U: Q— R di classe €' Se-
guendo [2] adottiamo la seguente

| 7.1. Definizione

» il funzionale f: H—R w {+eo} defini- |

Una curva assolutamente continua

¥: la, b] — R" & detia traiettoria di rim-

balzo in Q se:
1. y(t) appartiene a © per ogni ¢ in
la, bl;

| 2. esiste una misura positiva i su

[a, b] con supporto contenuto nel-
I'insieme degli istanti di contatto

{L € [a.b” *{(L}E&.ﬂ}

tale che
¥(6) + grad U0 + v (y()) = 0;

| 3. Tenergia totale

Esistono infinite geodetiche rispetto al- |

| lostacolo C che congiungono A ¢ B.

é—;}{u*ﬂ!f?(w

& costante in [a, b].



Si noti che nella definizione preceden-
te, la 3) non & conseguenza delle 1) e
2) a causa della presenza della misura
M concentrata negli istanti di contatto
con d£X: se non ci fosse la 3) la y po-
trebbe rappresentare, per esempio, una
“martellata” inferta alla biglia nel-
listante di contatto, e potrebbe anche
modificare l'energia totale.

In[2,3] cisioccupain particolare della
esistenza di traiettorie di rimbalzo che
partano da un assegnato punto di £,
con velocita assegnata. Noi vogliamo
invece occuparci dell'esistenza e del
numero di traiettorie di rimbalzo che
congiungono due assegnati punti A e
B di €. La prima difficolia che si in-
contra consiste nel fatto che non & per
nulla chiaro se esista e quale sia un
funzionale [, definito in uno spazio di
curve, i cui punti stazionari, in qual-
che senso, siano le traiettorie di rim-
balzo cercate.

Cominciamo con il mettere in eviden-
za che nel caso in cui £ sia convesso e
possibile dare al problema una sugge-
stiva impostazione variazionale. Que-
sta & suggerita dal fatto che, se Qe
convesso, le traiettorie di rimbalzo tra
due suoi punti possono essere pensa-
te, ad esempio nel caso'in cuisia U= 0,

Figura &, | rimbalzi in un convesso

come le posizioni di equilibrio assun-
te da un elastico teso tra A e B e “avvol-
to" a una piastra priva di attrito che

abbiala forma di €. Possiamo precisa-
re questa idea intuitiva introducendo
la “varieta a due facce” £° come segue.

7.2. Definizione

Siano €' Q' due copie di Q; indichia-
mo con 2% l'unione di £, @ e I
Denotiamo con 7 la proiezione natu-
rale di Q¥ in R". Introduciame la di-
stanza d*(P,9) tra due punti P e Q di
Q*, ponendo

d*(P,Q) =
=inf {|mP}~ d+|r@ -clce an}

sePe Qudl), Qe QudQovicever-
sa.ed*(P, Q)= Jrl:{P'J ~T {Q}l altrimen-
ji e

A questo punto, fissati A e B in Q ¢
spontaneo considerare lospazio V del-
le curve continue ¥: [a, b]—€2* tali che
T oY siaassolutamente continua e y(a)
=A*o A, y(b)=B*0oB (A*eBrsonole
controimmagini in £2* di A e B tramite
n, A e B quelle in £27). e il funzionale

i V=R U {+eo} delinito da

2
= Uyl |dt

d
E:‘T‘:T{I)}

1

fn=[lz
pery in V.

Consideriamo ad esempioin V la se-

guente metrica; per ¥, e ¥, in V si
pone

b
407, ¥2)= [ 4= (DR @) d
A questo punto & intuitivo che se y &

punte inferiormente stazionario per f
su V con la metrica considerata, allora

| yé traiettoria di rimbalzo.

Il lavoro | 7] & partito proprio da que-
sta idea, ma per rendere piu agevoli i

| caleoli si e fatto ricorso a un procedi-
| mento di approssimazione di £% me-

diante dei suoi “rigonfiamenti len-
ticolari”. In quel lavoro si dimostra cosi
il seguente teorema:

7.3. Teorema

Se £ ¢ un sottoinsieme dperto convesso e
regolare di R¥, se U Q— R ¢ di classe
€7, se A e B sono due punti di £2, allora
esistono infinite traiettorie di rimbalzo
in Q che congiungono A e B.

1l caso in cui £ non € convesso resta
sostanzialmente aperto. Infatti da un
lato, come gia accennato prima, non e
chiaro quali siano lo spazio di curve e
il funzionale che permettono un ap-
proccio variazionale al problema.
D'altra parte non & nemmeno chiaro
in quali ipotesi esistano molte o addi-
rittura infinite traiettorie di rimbalzo
tra due punti assegnati in Q. Infatti
ben noto l'esempio in cui £ ha forma
di fungo, illustrata in Figura 7. Se la
testa del fungo ha la parte superiore
di forma ellittica e il gambo si inseri-
sce esattamente nei fuochi, allora non
esiste nessuna traiettoria di rimbalzo
che parta da un punto del gambo e
giunga in un punto della zona tratteg-
glata.

Figura 7. | rimbalzi nel “fungo™

7.4. Congettura
Se A ¢ B sono due punti di Q consideria-
mo lospazio V., delle curvey: [a,b] =R



assolutamente continue e tali che
Yla)=A, y(b) =B, y(t) € € perognite

= difl o = L
( )I[Eh’f”‘ +b(?{r.n]—0
Yt in [abl.

con la metrica di L*(a.b; RY) ¢ il funzio-
nale [l N = R {+eo} definito da

flfy>=~j:{%|jrmf —U(y(t))]d;

E naturale chiedersi se ley di V| che si-
ano punti inferiormente stazionari per f,
suV, siano traiettorie di rimbalzo. Sinoti
che se si toglie la condizione (%), si ot-
tengono curve con le sole proprieta 1) e
2) della definizione 7.1. Si noti ancora
che se si considera invece del funzionale
[ il suo opposto —f,, si ottengono, come
visto nel paragrafo 5, le “geodetiche in
presenza del potenziale U”, tra A e B,
rispetto all’ostacolo R™Q.

Ci chiediamo anche se, ad esempio nel
caso in cui sia U = 0 e il segmento tra A
¢ B sia interamente contenuto in £, esi-
stano molte, diciamo pi di due, traietto-
rie di rimbalzo tra A e B.
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