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Pochi anni dopo la nascita della
I'-convergenza, e precisamente verso
la fine degli anni '80, De Giorgi ha in-
trodotto e studiato una nuova classe di
problemi variazionali, da lui chiamati
problemi con discontinuita libera.
Come avro modo di spiegare pitiavan-
ti, nello studio di questo tipo di pro-
blemi si fondono due oggetti classici
della matematica: le funzioni armoni-
che (minimizzanti I'integrale di Diri-
chlet) e le superfici minime, entrambi
costantemente al centro degli interessi
di De Giorgi.

Ho avuto la fortuna di essere a Pisa,
studente del Corso di Perfezionamen-
to della Scuola Normale, proprio negli
anni in cui De Giorgi, dopo una lunga
fase di rielaborazione interiore, presen-
tava gli elementi di base della teoria dei
problemi con discontinuita libere nel-
la forma, che negli ultimianni gli & stata
pii congeniale, di congetture aperte a
chiunque volesse cimentarvisi.

Con quesio mio contribute, mi pro-
pongo di presentare la teoria dei pro-
blemi con discontinuita libere ¢ le sue
motivazioni e vorrei farlo cercando, nei
limiti delle mie capacita, di seguire lo
stile discorsivo che De Giorgi adotiava
sia nel suoi seminari sia nelle discus-
sioni matematiche informali.

Pur affrontando problemi che richie-
dono una notevole padronanza “tec-
nica” della matematica, egli evitava il
piu possibile il linguaggio specialisti-
co, da lui considerato funzionale alle
dimostrazioni di teoremi ma non alla
divulgazione della matematica e alla
discussione dei problemi matematici
stessi.

Per problema con discontinuita libere
si intende un problema di minimo nel
quale l'energia totale & somma di un
termine di volume e un termine di
superficie; inoltre I'energia di superfi-
cie & concentrata su un insieme non
fissato a priori, che spesso & proprio
I'incognita pii rilevante del problema.
Il nome “discontinuita” viene dal fatto
che, come vedremo, in molti casi tale
insieme & rappresentabile come insie-
me di discontinuita di un’opportuna
funzione ausiliaria, mentre I'aggettivo
“libere” si riferisce al fatto che queste
non sono fissate a priori.

Un esempio semplice da formulare &il
problema:

(1) min{cg (0E) + J‘ fodde :EcR?

aperto con frontiera {'_']}

ove f & una [unzione sommabile limi-
tatain R7 e UJ(E]E ) indica l'area super-
liciale della frontiera di E.

La competizione fra il termine di volu-
me e il termine di superficie fa si che
risultino convenienti insiemi E conte-
nuti (per lo pitt) nell'insieme (f < 0],
purché questi non abbiano perimetro
troppo elevato,

In ogni caso l'esistenza di un insieme
ottimale non ¢ un fatto ovvio: per di-
mostrarne l'esistenza, come spesso ac-
cade nel calcolo delle variazioni, si
devono prima cercare soluzioni deboli
del problema (1). Queste si trovano
nella classe, studiata da De Giorgi, de-
gliinsiemi di perimetro linito secondo
Caccioppoli.

Nota l'esistenza di soluzioni deboli bi-



sogna verificare che esse corrispondo-
no a soluzioni classiche: non sempre
cio accade, ma almeno in R* questo &
vero, come De Giorgi dimostro nel
1960. In questo caso dE ¢ I'insieme ch
discontinuita della lunzione caratteri-
sticadi E, chevale 1 suEe O [uori di E.
L'esempio di problema con disconti-
nuita libere che, in misura maggiore.
ha motivato De Giorgi nella proposi-
zione della sua teoria & suggerito dalla
teoria matematica di una classe parti-
colare di cristalli liquidi, detti nematici.
Dato un dominio aperto D < R’, con
frontiera C' ¢ una funzionen € C' (7,
5%) (ove con $*si indichi la sfera unita-
ria di R?, quindi|nl| = 1), poniamo

(2)  E(nD)=|_fln Vnlx+

+J:]EJ ¢ln, vy, ko,

oveV, :dD — § ¢lanormale esterna
aD,

Anche in questo caso 'energia totale E
& somma di un’energia di volume, la cui
densita dipende da n (detto asse ottico
del cristallo) e dal suo gradiente me-
diante la funzione f, e di un'energia di
superficie, dipendente tramite ¢ dai
valoridinsulbordodi Dedav, .
Nel caso del modello dei cristalli liqui-
di, scelte tipiche di fe @ sono:

f(n.Vn)=x,(divn)’ +
+'x'1((n.mr n))l + r3|nhmt n[l +
+(K, +K+Jr,_'trlf‘?n)2 —(divn)?)

a{n.v}-—-g{(u,v}}

Si osservi che F nota come funzione
di Oseen-Frank, si riduce a un multi-
plo di “G’n‘l per una scelta opportuna
delle costanti K. La minimizzazione di
E(n, D) conopportuni vincoli e condi-
zioni al contorno € un problema con

discontinuita libere; fisicamente si trat-
ta di determinare la forma di D di una
goccia di eristallo liquido sottoposta a
forze di contatto e di volume.

Il terzo esempio ¢ noto come proble-
ma di Mumford-Shah ed & nato nell'am-
bito di un approccio variazionale al
problema della segmentazione delle
immagini. Per una curiosa coinciden-
za (delle quali & piena la storia della
scienza), Mumford ¢ Shah proposero
il loro problema negli stessi anniin cui
De Giorgi, pensando prevalentemente
al problema (2) dei cristalli liquidi,
proponeva la sua teoria.
Consideriamo un rettangolo € del
piano e una funzione misurabile
£: 82— [0,1]. Vogliamo cercare un'ap-
prossimazione della funzione g me-
diante funzioni C' a tratti in £, non ne-
cessariamente continue in tutto £2.
Nel caso dell'approssimazione con fun-
zioni globalmente regolari, il metodo
classico consiste nel minimizzare:

(3lu— In ]“Tﬂ'u|1 +ofu—g)lde, o>0

o equivalentemente nel risolvere
l'equazione Au = ofu — g} in , con
condizioni al contorno di Neumann.
Le soluzioni u_del problema sono di
classe C' in £ e convergono a g in
L(Q) per o — ==. Mumford e Shah
proposero invece di minimizzare il
funzionale

(K u)— LMWuF +o{u—g)dx+
+fo (KnQ)

ove 0. p sono parametri positivi,
6 (KM£2) elalunghezza di K Qe l'in-
sieme (K, u) delle coppie ammissibili &
definito dalle condizioni: K c Q cur-
va di classe Cla tratti e u € C'(ENK).
Siammette quindi che la funzione u (vi-
sta come funzione definita su tutto il
rettangolo) abbia delle discontinuita

contenute nell'insieme K€, ma que-
ste vengono penalizzate da fo, (Km£),
Uno dei problemi pin studiati nell’'am-
bito del riconoscimento di immagini &
quello della segmentazione, vale a dire
la possibilita di estrarre da un'immagi-
ne digitalizzata i suoi contorni essen-
ziali. Molti studiosi ritengono che que-
sto sia il primo livello nell'elaborazio-
ne delle immagini. a cui seguono livel-
li di elaborazione superiore come il
riconoscimento della profondita degli
oggetti ¢ degli oggetti stessi a partire
dai loro contorni, del wtto o parzial-
mente visibili,
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Larilevanzadell'approssimazione C' a
tratti nel problema del riconoscimen-
to di immagini si comprende se si pen-



sa che la funzione g corrisponda ai li- |
velli di grigio (tipicamente discreti e
costanti a tratti, a causa del processo
di digitalizzazione) di un'immagine
vista da una telecamera. Cercare

un‘approssimazione C' a tratti vuol
dire filtrare il rumore preservando le |
discontinuita “vere” della funzione g, ‘
corrispondenti ai bordi degli oggetti
visti dalla telecamera. La differenza ‘
con il metodo (3) consiste proprio nel
fatto che non vi & regolarizzazione, e
quindi perdita di informazioni, attra-
verso le discontinuita nette dell'imma- |
gine. I numeri o e B fungono da para-
metri di scalalegati alla precisione del-
lapprossimazione che si vuole ottene-
re;

Nella figura viene rappresentato, in
una situazione molto idealizzata, que-
sto processo di regolarizzazione: per
opportuni valori dei parametri di sca-
la i piccoli dettagli dell'immagine ini-
ziale non fanno parte dell'insieme K

ottimale (nella figura in basso nella pa-
gina precedente si trascura un feno-
meno di arrotondamento di K in pre-
senza degli spigoli).

Il problema posto da Mumford-Shah,
per la presenza contemporanea dell'in-
tegrale di Dirichlet e del termine di
lunghezza, & oggi considerato il proble-
ma “modello” con discontinuita libe-
re. E sorprendente notare come Tesi- |
stenza di minimi del funzionale (4)
nella classe delle coppie ammissibili (K,
u) prima specificata sia ancora un pro-
blema aperto, nonostante sia stato
molto studiato in Italia e all'estero ne-

gli ultimi anni. E invece nota lesisten-
zadi soluzioni deboli del problema, alle
quali accennerd piit avani,

De Giorgl, con la sua naturale attitudi-
ne a pensare in grande, propone in un
lavoro del 1988 di studiare una classe
molto generale di problemi di minimo, |
la cui energia ¢ del tipo

(5) j{r—-w [, u, Vuddx +

7 + L |
; JdH
+-[nns:, olx,u’,u v, M

con Qc R" aperto fissatoe u: Q— R,
Linsieme S , detto insieme di salto diu,
corrisponde ai punti di discontinuita
di u, (w,u} sono le tracee di u dai due

| latidi 5,.v,. e la normale all'insieme di

salto. Nella (5) compare anche, nel caso
particolare & = (n — 1), la misura di
Hausdorff k-dimensionale in R", della
quale richiamero brevemente la defi-
nizione (con @, indico la misura della
palla unitaria di RY):

HY(C)= %;ﬂ? i z{[diam(C: e

:CeyUC, diam(C )<é

i=0

La misura H*(C) coincide con le usuali
nozionidi cardinalita (k= 0), lunghez-
za (k = 1), area superficiale (k = 2) ¢
cosiviasel'insieme C ¢ sufficientemen-
te regolare, ma presenta il grosso van-
taggio di essere definita per ogni insie-
me, in modo intrinseco ¢ senza riferi-
mento a parametrizzazioni.

Nel problema (5) rientrano. come caso
particolare. il problema di Mumford-
Shah e quello dei cristalli.

[n questultimao caso, indicato con Q il
dominio contenente la goccia incogni-
ta D, basta definire la funzione ausilia-
ria u che vale m su D e 0 su Q\D per
ridurre la (3) alla (5) (si osservi che a0
€ proprio I'insieme S_e v, - a meno del
segno-ev ).

De Giorgi non si limita a porre il pro-
blema in termini molto generali, ma da
delle precise indicazioni, sempre in
forma di congetture, sugli strumenti
matematici necessari per allrontarlo.
Due sono, a questo proposito, le sue
idee determinanti,

La prima é quella di ridurre le variabili

in gioco da due a una, come avviene
nella (5): data la funzione u, linsieme
dove & concentrata 'energia di super-
ficie & l'insieme di salto 5 . Questa idea
sembra a prima vista non molto natu-
rale, visto che in mold problemi (come
ad esempio quello di Mumford-Shah)
¢ l'insieme di discontinuita I'incognita
essenziale e, noto questo, la funziene
u si determina rapidamente risolven-
do un opportunoe problema al contor-
no di tipo ellittico. Tuttavia, questo
semplice (a posteriori) artificio si & ri-
velato essenziale per impostare i pro-
blemi con discontinuita libere nel qua-
dro dell'Analisi funzionale.

La seconda idea ¢ proprio l'invenzione
di un opportuno spazio funzionale,
indicato con SBV(Q). nel quale molti
prablemi con discontinuita libere tro-
vano formulazione debole e soluzione,
in analogia con quanto accade per il
problema di minimao (1),

Accanto agli spazi di Soholev W'(Q)
delle funzioni aventi come derivata nel
senso delle distribuzioni una funzione
L#(€2), si pud anche considerare lo spa-
zio BV(Q) delle funzioni u sommabili
in £ la cui derivata nel senso delle di-
stribuzioni & una misura vettoriale
={p, o ) ) in £, vale a dire:

: P .
(6 _Ll ulx) %'\xﬂdx = _.I;; glcddy (x)

YoeCi(Q), i=1_i

Le funzioni in BV(Q), note come fun-
zioni a variazione limitata, sono state
studiate a fondo negli ultimi decenni,
inrelazione a problemi di area minima
e di plasticita (in questi ultimi si lavo-
ra COn uno spazio strettamente impa-
rentato con BV(£), lo spazio delle fun-
zioni BD(£2) a deformazione limitata).
Anche in questo campo De Giorgi e la
sua scuola hanno dato contributi fon-



damentali, visto pure lo stretto legame
esistente tra le funzioni a variazione
limitata e gli insiemi di perimetro fini-
to di Caccioppeli e De Giorgi.

Per lo studio di problemi (5) & natura-
le pensare allo spazio BV(€2) dato che
questo contiene [unzioni con discon-
tinuita lungo ipersuperfici. Tuttavia,
per definire un buon ambiente funzio-
nale atto allo studio dei problemi con
discontinuita libere, De Giorgi propo-
se di analizzare piu da vicino la strut-
tura della misura i nella (6), selezio-
nando solo le funzioni u, dette speciali
avariazione limitata, la cui derivatapl &
somma di una misura assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebes-
gue e di unamisura “(n—1)-dimensio-
nale”.

In questo modo vengono escluse alcu-
ne funzioni BV la cui derivata nel sen-
so delle distribuzioni non ha carattere
né n-dimensionale né (n — 1)-dimen-
sionale. Nel caso n = 1 della retta reale,
un esempio classico di funzione di
questo tipo ¢ la lunzione di Cantor-Vi-
tali, la cui derivata nel senso delle di-
stribuzioni & una misura diffusa {cioe
non Q-dimensionale) ma singolare ri-
spetto alla misura di Lebesgue, in quan-
to concentrata sull'insieme di Cantor,
che ha misura nulla. Visto il tipo di
energia che si minimizza nei problemi
con discontinuita libere, la restrizione
proposta da De Giorgi risulta naturale.
Come ¢ spesso accaduto con le teorie
proposte da De Giorgi (un altro buon
esempio & la [-convergenza) la teoria
dei problemi con discontinuita libere
ha rivelato un ambito di applicazioni
pitt generale di quello inizialmente
previsto. In questi ultimi anni sono
stati studiati modelli del seconde ordi-
ne (con discontinuita della funzione e/
o del suo gradiente) e problemi sugge-
riti dalla meccanica dei continui, di
plasticita, danneggiamento e [rattura.

Ennio De Giorgi, negli anni Settanta

Inoltre, il linguaggio della I'-conver-
genza ha consentito di chiarire a [on-
do il legame tra problemi del tipo (3],
posti nel continuo, e problemi discre-
ti. Alcuni problemi con discontinuita
lihere sono nati infatd prima inambito
discreto (cosi & per il problema di
Mumford e Shah, la cui versione di-
screta € stata introdotta da Blake e Zis-
serman). La relazione tra modelli di-
screli e continui & anche molto impor-
tante per il calcolo numerico di solu-
zioni approssimate di problemi con
discontinuita libere.

In quest'ultimo decennio tutte le con-
getture proposte da De Giorgi nel suo
lavoro del 1988 sono state affrontate e
dimostrate grazie allo sforzo di diversi
matemalici, me incluso. Ritengo che
questo sia un buon esempio del carat-
tere aperto e non competitivo che De
Giorgi, sicuramente ispirato dalle sue

convinzioni religiose sul significato
sapienziale della matematica, ha sapu-
to imprimere alla sua scuola.

La parola scuola potrebbe infatti far
pensare a un circolo piuttosto esclusi-
vo di matematici, ma nulla ¢ piu lonta-
no dalla realta. Nelle sue tradizionali
lezioni del Martedi, negli innumerevoli
incontri nel suo studio, nei seminari
tenuti presso moltissime universita ita-
liane e nei convegni, De Giorgi propo-
neva apertamente alla comunita dei
matematici i suoi problemi, indicava i
risultati parziali di cui era a conoscen-
za e quale poteva essere la strada per
ottenere risultati pit generali. Di con-
seguenza, era molto felice quando un
matematico, anche al di fuori del suo
gruppo, risolveva un problema di cui
si era inleressato.

La capacita di fare ricerca originale non
implica necessariamente la capacita di
formare allievi e creare una scuola. De
Giorgi era capace di attirare ghi studenti
(in particolare quelli della Scuola Nor-
male) proponendo nei suoi corsi, an-
che di livello elementare, un'interpre-
tazione non tradizionale dei concetti di
base della matematica. Era anche mol-
to disponibile ed equilibrato nel rap-
porto con gli studenti e i giovani allie-
vi. | suoi corsi puntavano piu sulla
qualita che sulla quantita: in essi veni-
vano introdotte relativamente poche
nozioni, ma nella massima generalita,
e quesla strategia aiutava a capire i li-
miti di validita e gli ingredienti essen-
ziali di una data teoria. A mio avviso, e
proprio l'amore di De Giorgi per gli
schemi generali la ragione ultima del
successo e della portata talora inaspet-
tata delle teorie e delle tecniche da lui
introdotte.



