Lo studio e lo sviluppo dei metodi di-
retti del calcolo delle variazioni & sta-
tounodegliargomenti a cui Ennio De
Giorgi ha sempre dedicato un’atten-
zione particolare. Lo entusiasmavano
i risultati di esistenza di una soluzio-
ne per un problema di minimo, ma il
suo spirito di matematico curioso ed
esploratore lo spingeva ad appassio-
narsi ancora di piu dei casi di non esi-
stenza, in cui le successioni mini-
mizzate presentana forti oscillazioni
ed interessanti fenomeni asintotici e
si puo parlare di soluzioni soltanto in
un opportuno senso generalizzato, o
“rilassato”.

L'enunciato pit semplice di esistenza
di una soluzione di un problema di
minimo ¢ noto come teorema di Weier-
strass e stabilisce che ogni funzione
continua su un insieme compatto ha
massimo e minimo.

Lapplicazione di tale principio ai pro-
blemi del calcolo delle variazioni si
deve a L. Tonelli [1] il quale osserve
che, modificando leggermente 'enun-
ciato di Weierstrass nella forma: “ogni
funzione semicontinua inferiormente su
un insieme compatto ha minimo”, si ot-
tiene un risultato che puo fornire di-
rettamente (da qui il nome di metodi
diretti) 'esistenza di una soluzione per
molti problemi di minimo del tipo:

mm“ﬂ_ﬂ.\'.u. Dwldx:ue X(Q)}

dove & un aperto di R"e X(€)) & un
opportuno spazio di funzioni su £2.
In realta 'analisi di Tonelli si fermao es-
caso unidimensionale di integrali del-
la [orma:

(1) Fa = [, fituut)de

can integrandi [ abbastanza regolari,
per i quali dimostro un risultato di
semicontinuita inferiore che puo esse-
re enunciato nella forma seguente:

Teorema 1

Se una funzione [:{0.T) x R* xR* =R

verifica le ipotesi:

i} f(t,5,2) ef(1,5.2) sono continue in
(t,5,2)

i) f(t,5,2) 20 per ogni (1,5,2)

iii) f(t;s,2) & convessa rispettoa z per
ogni t ed s,

allora il lunzionale (1) & sequenzial-

mente semicentinuo inferiormente ri-

| spettoad una convergenza debole del-

le funzioni asselutamente continue.
Fil precisamente, per ogni successio-
ne [u | di funzioni assolutamente con-
tinue convergente uniformemente a
una funzione assolutamente continua,

con
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equilimitato, si ha:

Fliu)=lim inf Flu,J,

n—yes

Questo legame tra semicontinuita in-
feriore del funzionale integrale e con-
vessita della funzione integranda non
sfuggl a De Giorgi che nel 1968-1969,
in un corso tenuto all'lstituto Nazio-
nale di Alta Matematica di Roma [2],

dimostroil seguente risultato generale
per un funzionale della forma;

2) Flu, v} =Jﬂ Sz, vl dx
| Teorema 2
'Siano Qun aperto di R, p2leg21,
| esiaf: R"X R“x R"— R una funzione
i non negativa tale che:
' a) f(-,5,2) & misurabile per ogni (s.2);
b) f(x,-,z) & continua per q.0. x e per ogni
4

c) f(x.s,-) & convessa per g. 0. x e per
ogni s.

Allora il funzionale (2) ¢ sequenzial-

mente semicontinuo inferiormente in

LP(€2,R*)x LYQ.R™) per la topologia

prodotto della topologia forte in L¥ e

debole in L4

Questo risultato, sebbene fosse il pri-
mo di tale generalita a mettere in evi-
denza il ruolo della convessita per
funzionali dipendenti da due variabili
u e v non collegate tra loro e sia oggi
citato in tutti i lavori sull'argomento,
non venne mai pubblicato. Ne é rima-
sta traccia grazie agli appunti del corso
presi dagli allora studenti Umberto
Mosco, Giovanni Troianiello, Giorgio
Vergara.

Dal risultato precedente si ottiene su-
bito la semicontinuita inferiore dei
funzionali:

3) Fw) = [ féc.uDu dx
qualora la funzione integranda f veri-
fichi le ipotesi (a), (b), (c).

Rimaneva il problema di stabilire se la
semicontinuita dei funzionali del tipo
(3) potesse essere sempre dedotta da
quella dei funzionali del tipo (2) op-
pure se si potessero ottenere per funzio-
nali del tipo (3) risultati di semiconti-
nuita pit generali.

Il seguente risultato fu ottenuto da De
Giorgi, Buttazzo e Dal Masonel 1983 ¢
prova, almeno nel caso di funzionali
con funzioni integrande di tipo auto-
noma (cioe indipendenti della variabi-
le x), il verificarsi di questa seconda
possibilita:



Teorema 3

Sia [ : R x R"—=[0, +e<] una [unzione

tale che:

i) perognize R'lafunzione f(.,z) &
misurabile su R;

ii) perognise Rlafunzione f(s.-} e
convessa su R";

iii} la funzione f(.,0) & semicontinua
inferiormente su R;

iv) la funzione

[f5,0) = fis. 2l
risultalocalmente integrabile suR.
Allora il funzionale:

o (5) = lim sup

=0

Fu) = -L:: flu, Du) dx

risulta ben definito sullo spazio

W’[j: (Q)ed ivi semicontinuo inferior-

mente rispetto alla convergenza
1

L (€Q).

Accanto ai teoremi di semicontinuita
per funzionali integrali andava svilup-
pandosi, anche a causa dell'affermarsi
della teoria della T-convergenza che
richiedeva la messa a punto di molt
strumenti comuni, il concetto di pro-
blemadiminime rilassato, essenziale per
trattare i casi in cui il problema in que-
stione non abbia soluzioni, Ad ogni
problema di minimo del tipo:

(P) min {Fl'ﬁ Jrue ){}

in cui il funzionale F non sia semi-
continuo inferiormente. si pud associa-
re il cosiddetto problema rilassato:

(pP) mm{g{w:ue}{}

dove F & definito come il massimo fun-
zionale semicontinuo inferiormente
che non supera F. Al funzionale F si
possono applicare i metodi diretti del
calcolo delle variazioni e le successio-

ni minimizzanti di (P), qualora com-

patte, hanno come punti limite i punti |

i minimo di (P),

Naturalmente, nel casoin cui Feditipo
integrale, rimane da stabilire se anche
F & un funzionale integrale.

Tale questione ha dato inizio alla co-
siddetta teoria della rappresentazione
integrale, su cui ormai ¢'¢ una vasta
letteratura. La monografia [5], certa-
mente ispirata dai numerosi colloqui
avuti con De Giorgi sull’argomento,
raccoglie alcuni risultati su semicon-
tinuita, rilassamento e rappresentazio-
ne di funzionali integrali.

1l problema della semicontinuita infe- |

riore e del rilassamento pud essere
posto per funzionali definiti su diversi
spazi di funzioni. Oltre ai casi degli
spazi LF e degli spazi di Sobolev W',
che De Giorgi considerava interessan-
ti ma “senza particolari sorprese”, di
grande utilita sono i easi di funzionali
definiti sullo spazio M delle misure e
sullo spazio BV delle funzioni a varia-
zione limitata. Erano questi gliambien-
ti funzionali che De Giorgi considera-
va pitinteressanti e difficili, che si im-
pongono quasi naturalmente all'atten-
zione qualora si debbano trattare pro-
blemi in cui le funzioni abbiano delle
zone di discontinuita, come nel caso dei
problemi di meccanica delle fratture o
dialeuni modelli di ricostruzione diim-
magini. Nel caso di funzionali del tipo:

Fw = [, fwdx  (we (@)

un risultato di De Giorgi, Ambrosio e
Buttazzo [4] mostra che il funzionale
F chesi ottiene per rilassamento rispet-
toalla convergenza debole delle misu-
re pud essere scritto nella forma:

Fp)= [ @0x u*)dc+ [ o™ (x, 1)

per un‘opportuna funzione integranda
p, dove = p* + dx + 1 & la decomposi-
zione di ¢ in parti assolutamente con-
tinua e singolare, e ¢~ e la funzione di
recessione convessa della funzione .
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